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Categorie normate.

Renaro Brr1r - MASSIMO GALuzzr (Milano) (%)

Summary. — In his paper we give the notation of normed category as based
on a suitable closed category S(R), and we show the existence of a closed
functor inducing the metric (R-based categow) by the nmormed structure.
Generalisations are givemw, \ :

Introduzione,

 Intenderemo con il termine « categora chiuse » una categoria A
che sia bicompleta e dotata di struttura monoidale simmetrica
chiusa. Vale a dire dotata di un bifuntore ®: WX U —UW e degli
isomorfismi coerenti v @voxv @u di simmetria e 4 @ Qw) =
= (v @) @w di associativita, di un oggetto & unitario per il bi-
funtore ®, nel senso che sono assegnati gli isomorfismi coerenti
ERQu~u~u@k, dotata inoltre di un bifuntore homi: Uo? X U —
- W, in modo tale che per ogni oggetto di U si abbia ’aggiunzione

w & ()~ hom(u, —).

In [2] ¢ contenuta una esposizione completa del concetto di cate-
goria chiusa e delle sue implicazioni. Ghi volesse seguirne lo sviluppo
storico pud comunque consultare [3], [4], [p], [6].

Un esempio importante di categoria chiusa (efr. [1]) ¢ R, lin-
sieme dei numeri reali positivi (compreso o), con @ —b se e solo
se a=b e nella quale a Xb=a-+-b e

b—a seb=a
hom (¢, b) =
0 se b<<a.
Data una categoria chiusa W, diremo categoria W-basata il dato

di un insieme X di oggetti a, b, ¢... con un oggetto X(a, b) di U

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei gruppi di ricerca del C.N.R:
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per ogni coppia ordinata <(a,b> di oggetti di X, un morfismo
X, b) @ X (b, ¢) 2> X(a, ¢) per ogni terna ordinata (a, b, ¢> di 0g-
getti di X, un morfismo % ﬁf‘%X(a, a) per ogni oggetto ¢ di X, in
modo tale che i seguenti diagrammi in U commutino

X(a, b) ® (X(b,’ ¢) 0 X(e, d)) T X ma X(a, b) @ X(b, d)

W-assoe. | oo

(X(a, b) ® X(b,\\c)\)\ ® X{(e, \d) s SRR \ Haba
maé@X(c.d)l : \ QL a
X(a, ¢) ® X(e, d) X(a, d)

HMaca

X(a,b) —=— K ® X(a, b) —» X(a, a) @ X(a, b)

l 7a@X(a.b)

X(a,b) @k | e
X(a.b) Dne J’
Y
X(a, b) ® X (b, b) > X(a, b)

Se X & una categoria R-bagata, allora X & uno spazio metrico
con distanza fra a e b agsegnata da X{(a, b), non simmetrica e tale
che X(e, b)= 0 non implica a = b.

Infatti in questo caso i morfismi canoniei g, e 7, diventano

X(a, b) + X (b, ¢) = X(a, c)

0= X(a, a).

B facile trovare le condizioni di tipo categoriale per ottencre una
distanza simmetrica tale che X(a, b) == 0 implichi a= b, ma noi
nel seguito intenderemo per spazio metrico semplicemente una cate-
goria R-basata e quindi non richiederemo tali condizioni.

Seguendo un suggerimento di LAWYVERE [1], si pud definire una
categoria O con hom-set piceoli come normata, quando & assegnata
una famiglia di funzioni indiciata dalle coppie ordinate di oggetti
di ¢ :

hom, (a, b) 25 R (1)

(1) In questo caso, come in altri nel seguito, con R si denota insieme
degli oggetti della categoria con lo stesso nome,

i
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tale che siano soddisfatte le condizioni

Flos 4+ 1gloe = fglec @ [1i]aa= 0"

Omettendo indiciatura, che risulterd chiara dal contesto, seri-
veremo semplicemente |f| 4 |g|= |fg] e |1]|= 0.

B di immediata verifica che se la categoria € & particolarizzata
a qualche struttura nota la nozione di cm‘egor a normata diviene
quella abituale.

La nozione di categori i, normata ‘pub anohe essere pos‘m in rela-

zione con la metrica di Hausdorft (cfr. [1]).

Una categoria normata pud vedersi come categoria U-basata pur
di scegliere opportunamente la categoria L. Nel seguito costruiamo
tale categoria, che indicheremo con 8$(R), e mostriamo come ad una
categoria normata si associ mediante un funtore chinso S(R)—R
una categoria R-basata, cioé uno spazio metrico, con gli stessi og-
getti, indotto dalla norma.

Faremo vedere poi come questo procedimento sia un caso par-
ticolare di un altro che ad ogni categoria chiuga AL associa S(W),
in modo tale che una categoria S(U)-basata possa considerarsi una
« categoria normata » in senso pill generale.

I. — La categoria S(R).

Gli oggetti di S(R) sono famiglie di numeri reali, ossia formal-
mente coppie (4, f) dove A ¢ un insieme e f: A —R. Dati due og-
getti (4, f) e (B, g), un morfismo o: (4, f) — (B, g) & una applica-
zione (che indicheremo ancora con «: A — B tale che

A—-2s B
Lo |
R = R

La commutativita del quadrato precedente vuol dire che per ogni
ac A si ha f(a) = g(x(a)).

Definiamo il prodotto tensoriale di (4, f) e (B, g) nella seguente
maniera:

(4, 1) @ (Brg) = (AXB, f +

dove f-¢ & dato dalla composizione 4 X B <% RxR-%> R.
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B chiaro dalla definizione che taleé prodotto tensoriale €, a meno
di isomorfismi coerenti, associativo e simmetrico e ammette come
unita Poggetto (1,0) dove 1 & l'insieme con un solo elemento e
0(1)=0€eR.

Definiamo poi

homgm[(4, f), (B, 9)] = (B4, 1)
dove, per «: A - B si ha ik S
- Uty = Sup [A(e(a)) — f(a)] (2) .

0 : acd :

T di facile verifica il fatto che il funtore hom[(4, f)y—1¢ ag-
giunto destro al funtore (4, /) ®—. Omettiamo questa: verifica,
come altre del medesimo tipo, in quanto rientra nella dimostrazione
generale del §2.

Si ha ora che ogni categoria normata & S(R)-basata. Infatti,
sia X una categoria normata, poniamo ¥Y(a, b) = homy(a, b), con f,,
indichiamo la funzione che ad he Y(a, b) assegna [2].

Poniamo X(a, b) = (Y (a, b), fur). Allora X(a, b) & un oggetto di
S(R). 11 morfismo X(a, b) @ X (b, ¢) — X(a, ¢) richiesto dalla defini-
zione di categoria S(R)-basata & definito nella seguente maniera:
X(a, ) @ X(b, ¢)= (Y(a, b) X Y(b, ¢)y far+ for), la composizione di
morfismi in X fornisce una applicazione fra ingiemi Y(a, b) X
X Y (b, ¢) L2 Y(a,¢) la quale & tale che il diagramma seguente
commuti

Y(a, b) X Y (b, ¢) 225 Y (a, ¢)
1) fab"}'fbe\[ J/fac
R = R

come conseguenza dell’assioma [f|-- |g] = |fg].
Analogamente DVidentity di Y(a,a) fornisce un’applicazione
1™ ¥(a, a) per la quale commuta

1 — Y(a, a)

(2) ol j/fua

R =z R

come conseguenza dell’assioma 0> [1].

(*) La differenza entro parentesi & quella troncata che definisee il
bifuntore hom in R (efr. introduzione).
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Viceversa una qualsiasi categoria S(R)-basata diviene una cate-
goria in senso ordinario (S-basata) ponendo homg(ae, b)= Y(a, D)
(ove (Y(a, b), fa) = X{(a, b)) e usando i morfismi w.,, 7, canonici
per definire la composizione e l'identita.

La funzione f,, fornisce la norma per ogni ke Y(a, b) e la com-
mutativitd dei quadrati (1) e (2) garantisce la validitd degli assiomi
per la norma. s R PR
\ Date due categorie chiuse W e A, ricordiamo che un funtore

“chiuso [2] & una terna consistente di un funtore ¢: W — U un
VU-morfismo ¢y: k,—> ¢(k,) e una trasformazione naturale (¢x¢)-
. @ — g@b'¢ le cui componenti ¢,,: ¢(u)§y¢(v) > d(u %@Lfv) sono com-

patibili con gli isomorfismi di associativita, simmetria e unitd in W
e U.

Se X ¢ una categoria U-basata, un funtore chiuso ¢: UW— U
rende X una categoria U-basata con gli stessi oggetti, pur di porre
X'(a, b) = ¢(X(a, b)).

Nel nostro caso & possibile definire il funtore

inf: S(R) =R

sugh oggetti con la legge (4, 7) Hin‘;f fla).
ag.

B di immediata verifica il fattore che se o: (4, f)y = (B, g) & un
morfismo di 8(R), si ha inf f(a)>1inf ¢(b) e che quindi il funtore
acd beB
rimane definito anche sui morfismi.
Si verifica poi facilmente che inf ¢ un funtore chiuso, per il quale

i morfismi di R: kg —inf(kgr) ©

inf(4, )y Qinf(B, ¢)~=[(4, /) ® (B, 9)]
R S(R)

sono dati rispettivamente da 0 =inf0 ¢
int f(a) + inf g(b) = inf[f(a) + g(0)] -

Allora inf: S(R) —R associa ad ogni categoria S(R)-basata una
categoria R-basata, cioé induce una metrica della norma.
Osserviamo che il funtore dimenticante S(R) — 8 che associaad
ogni oggetto di S(R) I'insieme indiciante, ammette un aggiunto de--
~ stro I ed un aggiunto sinistro G definiti sugli oggetti rispettiva-
- mente da F(B)= (B, o) e G(B)==(B,0).
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2. — Categorie S(W)-basate.

Quanto fatto per le categorie S(R)-basate si pud ripetere pit in
generale a partire da una qualsiasi categoria chiusa UW.

S(W) avra per oggetti le coppie (4, f) dove A & un insieme pen-
sato come categoria discreta e f: A —U & un funtore. Un mor-

fismo (4, f) (B, g) in S(W) & una coppia (@ 7) dove x: A—~B

e 7 ¢ una trasformazione naturale f—~—>ocg
lndlchelemo col dlagramm%

1 > B
\g v
¥
U

il fatto che v ¢ una trasformazione naturale f->ag.
I1 bifuntore : 8(W) X (W) — S(W) ¢ definito da

A4, ® B g)= (AXB Ry

dove f®yg & la composizione A X B-1% alx
I1 bifuntore hom: S(W)?” X §(W) — §(W) & definito da,

hom [(4, /), (B, ¢)]— (BY, 1)

dove, per a: 4 — B, si ha I(x)=T[homq,[f(a), g(x(e))], avendo

acd
indicato con TT il prodotto in U.
Entrambi questi bifuntori si estendono poi in maniera naturale
al morfismi.
Dimostriamo ora che homgqy[(4, f), —] & aggiunto a destra al
funtore (4, f) @ —.
Dato il morfismo di S(W): (4, f) @ (B, 9)-%% (¢, h)

AXB et

\/

ad «: A X B (¢ associamo 52\: B - (4 con \&(‘b) = oy, dove o,(a) =




CATEGORIE NORMATE 7

= a(e, b).  Ad ogi componente 7., della trasformazione naturale =
associamo il morfismo 7,, ottenuto dall’aggiunzione

Tw! fla) ® g(b) = h{a(a, b))
Tapt g(b )—Lhomcu)[f a), h(e(a, b))]

in U.

Poniamo 7,= H Ty € T B —+Q1> sia la uasformazmne naturale
y asd .
le cui componenu SON0 Tp.

(&, T) cosl ottenuto & un morﬁﬂmo dl S(‘U;) \(I-l\',\g) — (04, ¢) =
:homs(%)[(A ), (C, B)], ciod per ogni be B, 7, & un morfismo
g(0) —>1(a(b)) in W. Si ha infatti: e

l(o(b)) = ghom[f @), (oc,, (@ )] = Hhom[f ) h(x(a, 0))]

aed.

e quindi
B % s (a

NV

W

Viceversa, invertendo tutto il procedimento, si ha la richiesta
corrispondenza biunivoca

A, H R (B, g)~—(C, b)
(B, g)»hom[A ), (0, Y]

La naturalita di questa corrispondenza biunivoea & conseguenza
del fatto che le categorie 4, B e € indicianti sono discrete.

In conformitd con quanto fatto in precedenza & ora possibile
definire un funtore chinso >: §(U) -~ W assegnandolo sugli oggetti
per mezzo di (4, f)~ > f(a), dove > & il coprodotto in AU; se

acd

(4, hH &a, (B, g) ¢ un morfismo di $(W) la proprietd universale del
coprodotto permette di definire > («, 7) (si veda il diagramma se-
guente nel quale le frecce ¢ indicano le inclusioni nei coprodotti
che compaiono).

fla)y —=— g(x(a))
U1(a) / / / ie(a(a»

Zf(a) 24Dy Sy
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Poiché 3 (kgay,) = kqq, si ha che Pot k— D (kg@ry) ¢ Videntita di
kay, € la trasformazione naturale le cui componenti sono g, si ottiene
dal diagramma commutativo

H@) @ g(0) ——r—> Zf(a) ® Zy(b)

s (a) ®lg(n)

irgate) SRS R %:b

o Sfwew)

Rimane cosi dimostrato che (2 9oy @)1 S(W) —U & un funtore
chiuso. LU e

T ora naturale definire le categorie W-normate come quelle basate

su S(UW); se O ¢ 8(UW)-basata il morfismo canonico Cla, b) ® C(b, ¢)~>
= C(a, ¢) sard dato dalla COPPIA (Uape Tape) CON

A(m, b) X A(b, c) —_—

)X A(b, 0) ——> Afa, o)
fub@&f/a‘b&x/

U

avendo posto C(a, b) = (A(a, b), fas)-

C & una ecategoria in senso ordinario ponendo hom,(a, b) =
= A{a, b) e prendendo Haps COME composizione. Le funzioni f,;, pos-
sono considerarsi come funzioni | lss che assegnano ad ogni ele-
mento di A(a, b) la sua «norma in AU » con la proprietd:

Tabe

[flav & 19150 == 19 uc -
U

Analogamente per I'identity:
7LCU> "'_.,;:') llalaa .

Ad esempio una categoria 2-normata, dove 2 & la categoria dei
valori di verita (cfr. [1]), non & altro che una categoria nella quale
ad ogni morfismo & associato un valore di veritd, in modo che la
composizione di due morfimi « veri» sia un morfimo «Vero »,

Anche nel caso generale il funtore dimenticante $(U) - § che
associa ad ogni oggetto di S8(W) Pinsieme indiciante ammette un
aggiunto sinistro e uno destro; questi sono definiti da 7(8) = (S, 9)
e G(8)= (8, 0), dove ¥ © o sono le applicazioni costanti che man-
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dano § rispettivamente nell’oggetto terminale e in quello iniziale
di W.

I funtori 7 ¢ @ si possono considerare come i easi banali W-norma
assegnabile a una categoria qualsiasi.

3. — I funtori dimenticanti di S(W).

Nel §2 abbiamo visto il funtore S(W)->§ definito sugli og-
getti dalla legge (A4, f)+>.A. Una categoria chiusa W, localmente
piceola, ammette sempre un altro funtore chiuso V: W—§ definito
nella maniera seguente: V(u)= homaqy(k, ), v,: 1=V (k) & dato dalla
identitd 1, e la trasformazione naturale v,,: V(u) X V(@) — V(v ®v)
& Dapplicazione che porta la coppia fi: k~>u, fo: k-2 nella com-
posizione k—=5% @k 225 4 @ 0.

Per le categorie S(L), oltre a questo funtore V, esiste uu altro
funtore canonico chiuso: quello ottenuto dalla composizione

Sy —F—=a —L» §.

Esiste inoltre una trasformazione naturale 7: Vgquy = 2 Vo, le
cui componenti

Tapt homgayl(1, 0), (4, )] = Vgau,(4d, f) —
—homqy [k, > f(a)]= Vai,(4, )

sono definite nel modo seguente: un elemento di Vgay,(4, fj & una

coppia («, g) con
1 ® 4
\,x S
ab

vale a dire una coppia (a, k = f(a)).

L’inclusione nel coprodotto f(a)—> > f(a) permette di associare
a questo elemento una freccia k= f(a)—f(a), ciod un elemento di
Vai (4, 1)-

Si verifica facilmente la naturalita. Inoltre T & una trasformazione
naturale chiusa nel senso della definizione seguente (cfr. [2]).

Siano (@, oy @u) © (W, Woy Yu,) due funtori chiusi U —W. Una
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trasformazione naturale 7 & detta chinsa $6 essy verifica ulteriop-
mente la commutativitd dei diagrammi seguenti:

Pagy
& 3}
Vsé( v o | ¢(%)%¢{1) ¢(%%>v)
lw lrqu\\ RRETI lmn@my lr‘u@fur
) ® P Pl @)

NP () @ plo) s
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